ELITE SCIENCE CO urs

Cours en ligne et en
présentiel TH@ _532/

Tél : 77-106-98-79 (W)

FICHE PREPA COMPO 1%® SEMESTRE N°3

THEME : NOMBRES COMPLEXES

EXERCICE 1 :

I. Onpose: f(z)=z>+4(1-1)z2-2(2+7i)z-16 +8i

1. Montrer que qu’il existe un réel r, et un seul, tel que f(r) = 0 0,75 pt
Déterminer alors les nombres complexes a et b tels que :
vZ e C:f(z)=(z-r)(z2+az+hb) 0,75 pt
2. Résoudre, dans C I'équation f(z) = 0 1pt
II.
. . 8 + 8i
1. Déterminer le module et un argument de \E - 0,75 pt
-
2. Résoudre dans C I'équation z° = % 1pt
- i

3. Soit A, B, C, D et E les images respectives des solutions de c_e:.tge eéquation,
dans |le plan complexe rapporté a un repére orthonormé (O;u,Vv).
Quelle est |a nature du polygone ABCDE ? 0,25 pt

EXERCICE 2 :
PARTIE A:

. 1 1
Soit le nombre complexe 2 = ——=+—.

V2 2

1) Déternuner de deux facons différentes les racines carrées complexes de Z. ( on les écrira d’abord sous
forme trigonométrique. ensuite sous forme algebrique). 1.25pt + 1.75pt

- . 0 . W I . ™ .
2) En déduire les valeurs exactes de cosg . smg et tang . ( NB _: écrire tang sans radical au

dénominateur). 0.5pt + 0.5pt + Ipt
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PARTIE B;

On considére le polynéme de variable complexe z défini par : P(z) = 2z° + 14z° + 41z + 68.

1) Montrer que pour tout complexe z. ona : P(z) =(z + 4)(222 +6z+ 17). 0.5pt
2) Résoudre dans C 1’équation P(z) = 0. 1.5 pt
3) On note z,. z, et z3 les solutions de P(z) = 0 sachant que z; est réelle et Im(z,) = 0.

On appelle A. B et C les points d’affixes respectives z,. z; et z; dans le plan complexe.

Z4 —Z
S 0.75pt

a) Calculer
34

b) Que peut-on en déduire pour le triangle ABC ? 0.25pt

¢) Déterminer les points D et E tels que le quadrilatére BCDE soit un carré de centre A, 0.75pt =2

d) Faire une figure en placant les points A, B. C. D et E dans le plan complexe muni d’un repére

orthonormal direct (O : U.%). 0.5pt
EXERCICE 3 :
PARTIE A :
Z est un nombre complexe différent de 1.
— =n+1
1. Démontrer que pour tout n entier naturel non nul 1 + z + 2% + ........ +2" = 11—22
2. En déduire le calcul de S et S' tel que :
S=1+i+i"+in + it°%°
S'=1-04 1"+t (-i)1%%°
PARTIE B;

On considére le polynéme P de la variable complexe z défini par P(z) = 2z° - 62° + 92 - 6z + 2
. ) . A 1 — :
1. Démontrer que si z, est racine de ce polyndme, les nombres N et z; sont aussi
0

racine de ce polynéme.
2. Caleuler (1 +1)°; (1 +1)°; (1 +1)° puis P(1 + i)

3. En déduire la résolution dans C de 'équation P(z) = 0 dont on admettra qu'elle
a quatre solutions distinctes.

PARTIEC:

z désigne le nombre complexe conjugue de z. On appelle Z le nombre complexe défini par :
Z=2"-2z +1
1. On pose z = X + iy ou x et y sont des nombres réels. Calculer en fonction de x et y

la partie réelle X et |a partie imaginaire Y du nombre complexe Z.

2. Déterminer, puis représenter dans le plan complexe rapporté a un repére orthonormal,
I'ensemble des points dont |'affixe z et telle que Z soit un nombre réel.

3. Déterminer |'ensemble des nombres complexes z tels que Z = 0.
4, Soit A,B,C les images respectives des nombres complexes : 1; -1 + 2i; -1 - 2i.
Placer les points A, B, C et montrer que le triangle ABC est rectangle isocéle.
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EXERCICE 4 :

Le plan est rapporté au repere orthonormé direct (0, g, v).
On considére les points A, B, C d'affixes respectives.
Zy=(3V3-2)+i(3+2y3) ; Zzg=(3-1)+i3-1)etz. =(1-4/3)+i(-4-43)

1. a) Calculer Z, - Zg + Z-.

b) En déduire que le point O est |le barycentre du systeme de points pondéres
(A;1),(B;-1) et (C;1).

2. Soit I'ensemble C des points M du plan tels que :

| FA - 7 + MC | = | A - 2778 + i€ |
a) Veérifier que B appartient a C.
b) Déterminer |'ensemble C.

3. Déterminer |'ensemble (D) des points M du plan tel que :
2| WA - M8 + FC |= | A - 308 |.

EXERCICE 5 :

PARTIE A :

On considére deux nombres complexes U et V définis par
U=1+ih3;V=5 5i
1. Ecrire U et V sous forme trigonométrique
2. OnposeZ=UxV
a) Ecrire Z sous forme algébrique

b) Ecrire Z sous forme trigonométrique

ik

3. En déduire les valeurs exactes de cos ﬁ et sin 13

4. Soit un entier naturel n. Déterminer n pour que :

a) U" soit réel
b) u" soit imaginaire pur

PARTIE B::

Dans le plan complexe, on désigne par M le point d'affixe Z
Determiner et construire I'ensemble des points M pour que le nombre complexe

Z+ % soit un nombre réel. Z
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PARTIEC:
On désigne par (E) I'équation suivante : Z°-3Z"+ (3 +)Z-2-2i=0

1. Résoudre dans C, I'équation E sachant qu'elle admet une racine réelle.

2. Ecrire chacune des solutions de (E) sous forme trigonométrique et ensuite sous
exponentielle.

3. Soit U le produit des trois nombres complexes solutions de |I'équation (E) déterminer
les racines cinquiémes du nombre complexe U.

4. A, B, et C désignent es points images des solutions de (E) déterminer suivant les valeurs
du parameétre réel k, I'ensemble des points M du plan tels que MA~ +MB" +MC = k

EXERCICE 6 :
PARTIE A:

I. On considere les transformations f, g et h du plan d’écritures complexes respectives :
z’=%[_—v’§+ N2Yyz-2+2-R/2;2=-22+3-6/;2=2+2-4/

1. Déterminer la nature et les éléments caractéristiques de f, g et h.

2. On désigne par L le point d'affixe -2 - A/2.
Déterminer les coordonnées du M point tel que f(M) = L

II. Déterminer et représenter I'ensemble E des points d’affixe z du plan complexe tel
que les points d’affixes i, z et iz soient alignés.

PARTIE B::

1. Déterminer les racines cubiques de -64.

Dans le plan complexe muni d'un repere (O, ﬁ, ?) d'unité graphique 1 cm,
on considére les points A, B et C d’affixes respectivesa = 2 - 243 ; b= s etc = -4.
2. a. Calculer le module et I'argument principal de a.

Placer avec précision les points A, B et C dans le plan complexe.
a—C

b. Calculer le nombre complexe q =
- C

et déterminer le module et un argument de q.
En déduire la nature du triangle ABC.

3. On désigne par M le point d'affixe z.
a. Exprimer en fonction de z les affixes des vecteurs
MA + MB + 2MC et MA + MB - 2MC
b. Déterminer et construire |'ensemble (£) des points M du plan tel :
|#7a - 7B - 277C| - |4 - 7B - 27T
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EXERCICE 7 :

On considére dans I'ensemble C des nombres complexes 'équation:
(E): 2* — (2+3i)22 + (4 +6i)z — 8 =0

a. Démontrer que (E) admet une solution réelle et une seule.

b. Reésoudre (E) dans C.

e. Soient A, B et C les points images des solutions de (E) dans le plan complexe. Démontrer

que A, B et C appartiennent au cercle centré au point d’affixe 2i.

2
E Résoudre dans C Péquation 2° — (2 + 3i)z* + (4 +6i)22 —8 =0 .

EXERCICE 8 :

1. On considére dans I'équation d'inconnue Z: (E) Z° —122% +48Z—-128 =0

a. Verifier que 8 est solution de cette equation. Déterminer les nombres réels «, 5, y tels que,

pour tout complexe Z, Z°> —127Z% +48Z 128 =(Z—8)(aZ* + BZ + ).
b. Résoudre |'équation (E).

2. (O : u. v)est un repere orthonormal direct du plan orienté, |'unité graphique est 1 cm. On

considere les points A, B, C d'affixes respectivesa = 2 — 25J§, b= 2+2£J§, c=8.

a. Calculer le module de @ (noté| a|) et son argument 6. Placer les trois points A, B et C.

b. Calculer le complexe ¢= ;—
du triangle ABC.

EXERCICE 9 :

¢ désigne un nombre réel appartenant a l'intervalle ouvert :]5F;
d’inconmue z :(E) 22 — 2z + 1 +tan?# = 0

|,.:.:|‘.'-|

1.5pt
1pt.

déterminer son module et son argument . En déduire la nature

. On considére 'équation (F)

1. Résoudre dans C 'équation (FE). [0.75pt]
On considére deux nombres complexes z; = 1 +itan# et zo = 1 — i tan¥.

2. (a) Ecrire z3 en fonction de z;. [0,25pt]

(b) Déterminer z; + zy et exprimer 4? + 23 et z129 en fonction de 6. [0,75pt]

(¢) Pour quelles valeurs de  a-t-on z{ + 23 =07 [0.25pt]

(d) Caleuler le module de z; en fonction de tan# puis en fonction de cos#. |0.75pt]

(e) Montrer quun argument de z; est #. [0.5pt]

(f) En déduire qu’'un argument de 2 est —#. [0.25pt]
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3. On considére les points A et B d’affixes respectives z; et zo.
(a) Déterminer un argument « de %;—

(b) Donner une interprétaion géométrique de :arg =L

(c) Quelle est la nature du triangle OAB7?
(d) Pour quelle(s) valeur(s)de # ,OARB est un triangle équilateral 7

— T

4. On suppose que # = —.
(a) Montrer que : zy =1 —iet zp =141

(b) Déterminer I'ensemble des points M d’affixe z tel que : |z — 1 +4| = 2.

(¢} Déterminer 'ensemble des points M d’affixe z (z #£ 1 + i) tel que : 3']::

z—1
réel.

EXERCICE 10:

1. a. Résoudre dans I'ensemble € des nombres complexes |'éguation (E) :

ZF+2iz-5=0

2apt

0.257
L2opt

0.257
[0.5pt]
[0.5pt]

[0.25pt]
[0.5pt]

soit un nombre

[0.75pt]

On note z; la solution de (E) dont la partie réelle est strictement négative et z,

I'autre solution. Le plan est rapporté a un repéere orthonormé (O, e, , e,)

b. Placer les points A, B et C d‘affixes respectives (2+/3 -1)i, z, et z,

2. a. Démontrer que le triangle ABC est équilatéral.

b. Construire le point G, isobarycentre des points A, B et C ; puis calculer AG.

3. Déterminer puis tracer I'ensemble  des points du plan tels que :
MA® + MB* + MC* = 32

EXERCICE 11 :

Dans cet exercice, z désigne un nombre complexe quelconque et (P) le plan complexe

. N . —_— —
muni d'un repere orthonormeé R(O , €1, eg)

1. a) Développer, réduire et ordonner par rapport aux puissances décroissantes de z

'expression : (z + 2)(z° - 6z + 34)

b) Soit (E) I'équation z° -4z + 222 + 68 =10
Démontrer que (E) admet un entier comme solution

c) Résoudre (E) dans I'ensemble C des nombres complexes.

2. A, B et C désignent trois points de (P) d'affixes respectives -2 ; 3+5i ; 3-5i.

La droite (BC) coupe I'axe des abscisses en K

a) Quelle est la nature du triangle ABC ? Justifier votre réponse
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EXERCICE 12 :

On considére les nombres complexes z;, = 3(- % + |3_§3) et z, = 3(32@ + |32Qj

. o : z
1. a) Mettre sous forme trigonométrique les trois nombres complexes z; , z, et z = Z—‘

2
<

b) Démontrer que, pour tout n de IN, z}*" est un réel

2. a) Donner la forme algébrique de%l
2

b) En déduire les valeurs exactes des cos % et sin%

EXERCICE 13 :

Soit le polynéme P(Z) = 2Z° - 4Z + .. ou Z désigne un nombre complexe et ol . est un nombre réel.
On considére I"équation (E) : P(Z) =0

1. a) Montrer que si (E) admet une solution complexe Z,, alors Z, est aussi solution de (E) 0,5 pt

b) En déduire que I'équation (E) admet au moins une solution réelle. 0,5 pt

On ne demande pas de la déterminer.

2. a) Déterminer 2 pour que I'équation (E) admette comme solution réelle 2 0,5 pt

b) Résoudre I'équation (E) pour la valeur de ». = 0 0,5 pt

3. Ondonne » = 8

a) Vérifier que 1+4i est une solution de (E) 0,5 pt

b) Résoudre alors I'équation (E) 1,75 pt

c) Déterminer le module et un argument a chaque solution de (E) 0,75 pt
EXERCICE 14 :

1. Résoudre dans I'ensemble des nombres complexes ¢ les équations :
(E)):Z2°+2Z3 +4=0 et (E,):2°-2ZJ3 +4=0. 1pt

2. Pour tout nombre complexe Z, on pose P(Z) = Z* - 4Z° + 16 et on considére dans ¢
I'équation (E) : P(Z) = 0.

a. Montrer qu'il existe deux valeurs du réel a tel que :
P(Z)=(Z"+aZ+4)(Z°-aZ + 4). 1pt

b. En déduire les solutions de ['équation (E). 0,5 pt

3. Soient A; B; C; D ; E et F les points d'affixes respectives :+/3 +i; 2i; -3 +1i; - 3 -1i;

- 2i ; et /3 -idans le plan muni du repére orthonormé direct (O, _i), T ).

a. Montrer que ces points appartiennent au cercle de centre O et de rayon 2. 0,75 pt
b. Placer ces points dans le plan. 1pt
c. Montrer que ABCDEF est un hexagone régulier. 0,75 pt

ELITE SCIENCE « LA SCIENCE AUTREMENT »
Cours en ligne et en présentiel en MATHS PC et SVT (de la 6° a la Terminale toutes séries confondues)
Tél : 77-106-98-79 (Whatsapp) — 76-870-60-77



EXERCICE 15 :

Le plan est rapporté au repéere orthonormé (O, 7, 7), (unité sur les axes 1cm). On
considére dans I'ensemble C des nombres compléxes, I'équation (e): 22+ (-7 +i)z+ 12— 16i = 0.

1. (a) Calculer (5+5i)2. [0,5pt]
(b) Résoudre I'équation (e) dans C. [1pt]

20— 4B | .
;ol 20, 24 et zg
20— 2A
désignent les affixes respectives des points O, A et B; en déduire la nature du triangle OAB. [0.75pt]

2. Soient les points A et B d’affixes espectives 1 —3i et 6+ 2i. Calculer

3. Que représente le point [ d’affixe % - %i pour le segment [AB] ? [0.5pt]
4. Soit (I') 'ensemble des points M d’affixes z tels que |z - % + %I| = SZQ
(a) Dire si chacune des propositions suivantes est vraie ou fausse. [0275pt]
i. Oe(l); ii. Ae(I); iii. Be(I).
(b) Donner une équation cartésienne de (I') et construire (I'). [1pt]

EXERCICE 16:

Soit P un plan affine muni d'un repére orthonormé (O, 7, 7). A tout nombre

iz
complexe z# —1i, on associe f(z) = ——. On note M le point d’affixe z=x+iy ol x et y sont des nombres
zZ+1 )

réels.
o . V3 3.
1. Déterminer I'affixe zy du point B tel que f(zg) = - + Ez. [0.75pt]
2. Onnote r le module de z+ i et @ son argument principal. Ecrire en fonction de r et @ une forme
trogonomeétrique de f(z) —1i. [0.75pt]
3. Soit Ale point d’affixe —i.
(a) Déterminer I'ensemble (C) des points M d’affixe z vérifiant I'égalité | f(z) —i| = 1. [1pt]

(b) Montrer que la droite (T) d'équation V3x— y—3=0esttangente a (C) en B.
4. Construire A, B, (T) et (C). [1.5pt]

EXERCICE 17 :

1. Résoudre dans I'ensemble C des nombres complexes I’équation : 2z% - 2iz—1 = 0. [1,5pt]

2. Le plan orienté étant rapporté a un repere orthonormeé (O, é;, é»), on considere les points A et B

-1+i 1+
et —.

d’affixes respectives
Démontrer que OAB est un triangle rectangle de sommet principal O. [1pt]
-1+

14i
(a) Ecrire Z sous la forme trigonomeétrique. [0,5pt]

3. Onpose Z =

(b) En déduire les racines cubiques de Z sous la forme trigonométrique puis sous la forme
algébrique. [1,5pt]
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EXERCICE 18

A- On considere le polyndéme p défini par p(z) = 23 — 322 — 3z + 5+ 20i, z étant un nombre complexe.
1. Montrer que 1 + 2i est une racine de p. [0,5pt]

2. Trouver deux nombres complexes a et b tels que, pour tout nombre complexe z, on ait
p(z) = (z—1—2i)(z2 +az +D). [0,75pt]
3. En déduire dans 'ensemble des nombres complexes, les solutions de I"équation p(z) = 0. [0,75pt]

B- Le plan complexe est rapporté a un repere orthonormé direct (O, i, ¥); on prendra 1 cm pour unité

graphique.
1. Pacer les points A, B et C d’affixes respectivesa =1+ 2i, b = —2 —i, et c = 4 — i dans le repére
(O, i, 7). [0,75pt]
2. Soit D le point d"affixe 2 4- 3i ; montrer que A, B et D sont alignés. [0,5pt]

a
a) Calculer , mettre le résultat sous la forme algébrique puis sous la forme trigonométrique.
(a) Calcul ttre le résultat la fi lgébrique pui la f trig otriq
[1pt]

(b) En déduire la nature exacte du triangle ABC. [0,75pt]

EXERCICE 19:

On considere l’ai*)plication t de C dans C définie par: £(z) = 922 — 2423 4- 5022 — 24z +41.

1. Montrer que si zp est une racine de t, alors Zp est aussi une racine de f. [0,5pt]
2. Vérifier que i est une racine de f et en déduire une autre racine de f. [0,5pt]
3. Déterminer trois nombres complexes g, b et ¢ tels que Vz € C,
tHz) = (22 +1)(az? + bz +¢). [0,75pt]
4. Résoudre dans C l'équation f(z) = 0. [1pt]
5. Le plan complexe est rapporté a un repere (O, if, T) (unité graphique : 3cn).
On désigne par A, B, C et D les points d’affixes respectives zy = —i,zp =1, z¢c = % — %i
etzp = % - %i.
(a) Placer les points A, B, C et D. [0,5pt]
Zc—z ‘ 2c—z . . , ’ -
(b) Montrer que Z€ 224 ciRet == —=F ¢ iR ou iR est I'ensemble des imaginaires
ZD — Z4 ZD — ZB
purs. [0,5pt]
(c) En déduire la nature exacte des triangles ACD et CBD. [0,5pt]
(d) Montrer que les points A, B, C et D appartiennent a un méme cercle dont on
précisera le centre et le rayon. [0,75pt]
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EXERCICE 20 :

On considére les nombres complexes z; = 14,2, =2+ 2ietz; = —/3 +i.

1. Calculer et mettre sous forme algébrique les nombres complexes suivants :

_ 1 1 s 6 . 23 _
Z1+ 22y 7175 ; b (z1)°; get |Z,| Z;. 6x0,5pt

Ecrire sous forme trigonométrique z, et z;, puis en déduire la forme trigonométrique de z; z;. 1,5pt
3. Soient A, B et C trois points d’affixes respectives z,, z, et z3.

a) Déterminer I'affixe du barycentre G des points pondérés (4,2) ; (B,—1) et (C, 3). 0,75pt
b) Calculer I'affixe du point D tel que ABCD soit un parallélogramme. 0,75pt
EXERCICE 21 :
PARTIE A:
1) On rappelle que: cosa sinb = % |sin(a + b) — sin(a — b)].
1. Linéariser sinx 1.5pt
2. En déduire une linéarisation de cosx sinx. 1.5pt

1) Le plan est muni d’un repere orthonormé (0;5?, 57) ; on donne les nombres
complexes 2, = —2+3i, Z,=1—1 et Z;=-1—2i
1. Placer dans le repére les points A, B et C points images respectifs des

complexes Z4,Z, et Z 0.75pt
2. Déterminer le module et un argument de Z, 1pt
3. Déduire le module et un argument du complexes Z = (1 — i)° 1pt
4. Donner la forme exponentielle du complexe Z 0.75pt
PARTIE B :
C s V3=i
On considéere le nombre complexe Z = -
1. Déterminer la forme algébrique du complexe Z 1.5pt

2. OnposeZ, =3 —iet Z,=1+i
a. Déterminer le module et un argument de chacun des nombres complexes

ZyetZ, 2pts

b. Déduire le module et un argument de Z 1pt

3. Donner la forme trigonométrique du complexe Z 1pt
4. Déduire les valeurs exactes de cos (— i—:) et sin (— i—g) 1.5pt

5. Quelle est le plus petit entier naturel p non nul pour lequel ZP est un réel
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EXERCICE 22 :
PARTIE A :

1) Résoudre dans C I'équation: z? —4z+8=10
Donner les solutions sous forme trigonométrique.
2) Résoudre dans C I'équation d’inconnue z suivante :
3iz+(1+i)z+1=-8-—8i ou zestle conjugue de z.
3) Déterminer les racines carrées de i sous forme algébrique.
4) Soit x un nombre réel. Linéarisercos2xsin®x.

PARTIE B :
Le plan est muni d’un repére orthonormé direct (O ; |, J). Les points J et P ont pour affixes respectives i et -1-2i.
1) Déterminer I'ensemble (C) des points M du plan d’affixe z telle que : |z — i| = V10. 0,5pt
2) Justifier que P est un point de (C). Placer P et tracer (C) dans le repére. Ipt

3) Déterminer par calcul les coordonnées des points d’intersection de (C) avec I'axe des abscisses. 0,75pt

4) Déterminer |'affixe du point Q image de P par la rotation de centre O et d’angle% puis en déduire la

nature du triangle OQP. 1,5pt

5) Déterminer I'affixe du centre de gravité G du triangle JPQ. 0,75pt
PARTIE C:
Le plan est muni d’un repére orthonormé direct (O ; |, J). On considére le nombre complexe m = 1 + iV3
, L d : 2
et les points A, B, C et D d’affixes respectives : z4 = m,zg = —m, zc = m’ et zp = —.

1) Déterminer le module et un argument de chacun des nombres complexes z,, zz , zc et z, .  2pts
2) Donner la notation exponentielle de chacun des nombres complexes z,et z, . 0,5pt

3) Placer les points A, B, C et D dans le repére. Ipt

4) Calculer le rapport% et en déduire la nature du triangle ABC. Ipt

B™+A

5) Démontrer que les points A, B, C et D appartiennent a un méme cercle dont on déterminera
I"affixe du centre K et le rayon. 2pts

EXERCICE 23 :

1. Soit P le polynome défini par : P(z) =21 =1 on (2 € C)

a. Factoriser P(2) sous forme d'un produit de quatre polynomes du premier degré dans C

b.  En déduire les solutions de 'équation 2—-1=0

/6 — 6
2. On consideére Péquation (E) @ 2* = 8(1 —iv/3). on pose t = v V24 iy

)
)

+ v
2

]

a. Veérifier que ¢ est solution de (E)

b.  Montrer que 2z est solution de (E) si et seulement si zpt est solution de (E)
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b, En déduire sous la forme exponentielle les solutions de (£),
117 . 11w

4. Déterminer les valeurs exactes de cos —— et sln ——

12 12
EXERCICE 24 :

Soit le polvnome P(z) =227 —42+ A, on 2 désigne un nombre complexe et ot A est un nombre réel. On considere

I'équation (E): P(z) =10
1. a. Montrer que si (E) admet une solution complexe zg , alors Zg est aussi solution de (E)

b.  En déduire que 'équation (E) admet au mois une solution réelle. On ne démande pas de la déterminer.

2. On donne A =8
a. Vérifier que 1 417 est solution de (E)
b.  Resoudre alors I'équation (E)
¢.  Déterminer le module et un argument de chaque solution de (E)
a. Deéterminer A pour que 'équation (E) admet au comme solution rélle V2

b.  Resoudre 'équation (E) pour A =10
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