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l. CALCUL DE LIMITES
A. Opérations sur les limites

U U
V

1 r r' 20 r+r’ r.r r/r’
2 r>0 0* r 0 +00
3 r<0 0* r 0 -0
4 r>0 0} r 0 -0
5 r<0 0} r 0 +00
6 0 0 0 o INEG_
7 r>0 +00
8 r<0 +00
9 r>0 -0
10 r<0 -00
11 0 +00
12 0 -0
13 +00 +00
14 +00 -00
15 +00 0*
16 +00 0
17 -00 0"
18 -0 0

Remarque : les cellules noires correspondent a des formes indéterminées.

B. Techniques de calculs de limites

1. Regles de calcul de limites

- Lalimite d’'une fonction polynomiale en l'infini est égale a la limite du monéme du
plus haut degré :

Exemple: lim x3+3x%2—-5= lim x3 = +o

xX—+00 X—+00
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Pour les mondmes a puissance, si la limite tend vers +00, aucun souci, on obtient
généralement +oo sauf dans le cas ou il y’aurait un signe moins devant :

Exemples: lim 2x° + 1 = lim 2x°> = 4

X—+o00 X—+00
- Dans le cas ou la limite tend vers -0o, si la puissance est paire la limite tend vers
+00 et si la puissance est impaire la limite tend vers -co. Cependant si le monome a
un coefficient positif aucun changement a faire, mais si le coefficient est négatif, il

faut tenir compte de la regle des signes :
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sia<0

lim ax™ = —o0

X—+o00

sta > 0etnpair

lim ax™ = +o0

sia > 0 et nimpair

lim ax™ = —oo

|
si a < 0 et npair

lim ax™ = —

X—>—00

| ‘Si a < 0 et n impair
' lim ax™ = +oo
_ X——00
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2. Techniques
a. Limites de fonctions rationnelles

. . - 1] co mn
I. Limite "—
(0]

Régle : on prend la limite des mon6mes du plus haut degré sur le numérateur et sur le
dénominateur.

Exemples :
o oxt+3x -1 oxt _
lim = lim — = lim x =+
X—+00 x?’ — 5 X—+00 x3 X—+ 00
o ox%-1 o x? |
lim 3 = lim —3=11m—=0
xX—>+0oo X —_ 5 X—>+0o0 X X—>+o00o X
y x® -1 y x> . 1 1
im ——=1]lim —= lim = =—
x>4+02x2 +1 x5+02x2%2  x-o+02 2

i. Limite " 2"
0

Regle : on procede a des factorisations des polyndmes du numérateur comme du
dénominateur puis on simplifie.

Exemples :

! S|
xl—er2 —3x+2

Le calcul nous donne la FI 0/0. Pour lever l'indétermination, on se base sur le fait que 1
étant une racine aussi bien pour le numérateur que pour le dénominateur, ils sont donc
factorisables par x-1 !

x3—-1=x-1Dx?*+x+1): (formea®>=b3)
X2 = 3x4+2 = (x—1)(x —2)

=1 (x-DE*+x+1)  x*+x+1
x2-3x4+2  (x-Dx-2) = x-=2
. x3—1 . x*+x+1 1+1+1 ;
xolx?—3x+2 1 x-2  1-2
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b. Limites de fonctions irrationnelles :
e Pour calculer lim 4/ f (x) on calcule d’abord lim f(x)

xX—a xX—a
- Silim f(x) = b € R +alors lim /f (x) = Vb
xX—a xX—a

- lim f(x) = +ooalors lim /f(x) = +o
x—a x-a

Rappel : une racine est toujours positive donc si f tend vers —oo alors la limite n’existe
pas.

P FI"—I—w—w”

Elle est obtenue généralement avec les limites d’expression vax2 + bx + c + dx + e

Régle : on calcule le nombre N tel que N = va + d

- SiN=0, on utilise I'expression conjuguée,
- Si N#0, on effectue une factorisation de x.

Dans le cas de la factorisation de x, a I'intérieur de la racine on factorise x?pour pouvoir

séparer le x de I'expression en utilisant la propriété des racines Vx¢ = |x]|

- Six > +oo,|x| =x

- Six—> —oo,|x| = —x
Exemples :
lim \/2x2 —3 =+
lim \/2x?2 —3 —2x + 5 = {x>+®
X—+00 lim —2x +5 = -0
X—>+ 0o
Par somme lim V2x%2 — 3 — 2x + 5 = FI Levons l'indétermination

X—+00

N = /2 — 2 # 0 On effectue une factorisation de x

3
lim +/2x2 -3 —-2x+ 5= lim 2——2>—2x+5

xt (
X—+00 X—+00 X

3 3
= lim x?X |2———2x+4+5= lim |x|X |[2———2x+5

X—+00 x2 xX—+00 x2

Comme x — 4+, |x| = x
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lim x 2——2—2x+5: lim x
xX—+00 X X—=+0oo

( lim x = 400
X—+00
1 3 5
lim [2-—=-2+-=v2-0-240=+v2-2
L9C—>+00 X X

Par étude du signe on voit que V2 —2 < 0

Par produit : lim x( /2 —%—2 +E> = —
X—+00 x x

lim+/2x2 -3 —2x+4+5=—w

xX—+00

Remarque : le nombre N est calculé va + d si la limite tend vers +oo. Si la limite tend

vers -00 on fait—/a + d. Les interprétations restent valables.

P FI Ilm"

Régle : on effectue une factorisation de x.

Exemple :

lim

o7, X2t y ¥/ e Par quotient
X—400

lim2x+ 2 =4

X—+ 00

\/3x2+3x+2{ lim 3x2+3x+2=+40> limV3x2+3x+2=+

on a Fl

Levons I'indétermination:

mrrmTs_(Geieh) i+ D)
2x + 2 x@+3) x@+%)

X
|x|><\/(3 +%+%)

x(2+%)
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Je+ied) Je+i+D)
x(2+3) (2+3)
JG+3+5) 3
@)
 V3xZ+3x+2/ 3
T vz 72

° FI n n

Régle : on utilise 'expression conjuguée. Parfois il faut utiliser I’expression conjuguée
du numérateur comme du dénominateur.

Exemple :

J=%—5 lim \/—x—\/§=0
lim = {x=>-5 Par quotient on a Fl
x>=5 X+5 limx+5=0

x—-5

Levons l'indétermination

V—x—-v5 (J=x—-V5)({/—x+5) _ —x—5 1 ~(x+5)
£+ 3 (xIrS)(x/—_x+\/§) (x +5)(V=x +V5)  (x + 5)(V=x +V5)
T V=x+5
lim\/__—_\/g= lim_—lz— . =_\/§
x-»-5 Xx+5 x>=5/—x + /5 25 10
lim\/__x_\/gz_\/g
x>-5 X+ 5 10
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Remarque : cas particulier des racines cubiques

La racine cubique fonctionne presque comme une racine carrée avec quelques
particularités :

- sia®=balorsa=13b
- V=-b=-p
Regle : rappel : a3 — b3 = (a — b)(a? + ab + b?)
a3 + b3 = (a + b)(a? — ab + b?)

L’astuce est de faire « sauter » la racine cubique en trouvant « |’expression conjuguée »
permettant d’avoir a3-b3 soit a? + ab + b?. Dans certains cas ol on aura affaire 3 la
forme a® + b3 il suffira de trouver a? — ab + b?

Exemple :

_ V7 —x—2
lim
x—>—1 x+1

lim =7 —x=2=37-(1)-2=VY8-2=0

N x--1

limx+1=-14+1=0

x—->-1

Par quotient on a Fl. Levons I'indétermination :

3»\[ — —
7x+x1 2: On pose a=\7 — x et b=2

2
a’+ab+b*=(V7—x) +2V7 —x+4

Voici notre expression conjuguée!

T—x-2 QT-x2-[(V7- x) + 237 —x +4)|

x+1 (x+1)[(i/m)2+2§/ﬂ+4)]
(7=5) - 2

} (x+1) [(3\/7 %) +2¥7—x + 4)]

« ELITE SCIENCE : LA SCIENCE AUTREMENT » Cours en ligne en MATHS-PC-SVT de la 6° a la terminale



7—x—8
(x+1) _(3\/7—x)2+23\/7—x+4)_
—x—1
G+ D[T=%) +2V7=x+4)
B -(x+1) B -1
@+ D[7T=2) +2387=x+4)] (F-x) +2Y7-x+4
- Y7T=x-2 —1
lim = lim
-1 x+1 ng(\/fx) +2V7—x+4
B —1 B f 1
C2242x24+4 0 44444 0 12
Y7 x -2 1
lim Ret

x——1 x+1 __E

c. Limites trigonométriques
sinx 1—-cosx 1-cosx 1 . tanx

lim =1; l ——=0; 11 ———=—; ]lim

0 x X x2 2’70 «x

=1

Généralement on se sert des limites usuelles. Parfois il nécessite
d’effectuer des transformations. Dans d’autres cas au lieu de x on a une
fonction f(x) : il faut juste s’assurer que f tend vers 0 si x tend vers x0.
Exemples :

- tanx — sinx
lim

x—0 \/E

tanx—sinx _tanx sinx
Vx Vx Vx
tanx Jx sinx Jx

Vx Yz Vx V%
tanx \/—_smxx\/—

li tanx o Jx — 3%« Jx = 1x0-1x0 =0

x—-0 X
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1 — cos2x

lim >
x-0 X
» Rappel: cos2x=1-2sin?x

1-cos2x _ 1—(1-2sin’x) _1-1+2sin®x

x?2 x2 x?2
2sin’x sinx
. =2 x(—=)?
x?2 ( X )
) sinx
o lim 2 x(—=)*=2 x 1%=2
x—0 X

3. Théoremes sur les calculs de limites :
a. Théoreme de comparaison :

Soient deux fonctions f(x) et g(x) définies sur un intervalle | :
- Sif(x) = glx)et lirJP g(x) = +oo alors ligrn f(x) = oo
X—+00 x—+0o
- Sif(x) <glx)et liI_El g(x) = —o alors ligrn f(x) = —o0
X—+ 00 X—> 100

Exemple : soient f(x) = vx etg(x) = x2. On sait queV x € R +
) g(x) = f(x). Et comme lim vx = 4o alors lim x? = +oo

X—+o0o X—+00

b. Théoreme des « gendarmes » ou du « sandwich »

Soient trois fonctions f(x), g(x) et h(x) définies sur un intervalle | tel que

f(x) < g(x) < h(x).Si xETmf(x) = xl_i)ﬂnooh(x) =1 alors xl_ijrnoog(x) =r.

NB : ce théoreme reste valable pour x - —0oux - a € R.

sinx

Exemple : Calculons lim

xX—>+o0 X

. . 1 sinx 1

Onsaitque—1<sinx <1 ->—=< < -
X X X
. _1 . 1 ) \ 7 \
Comme lim — = lim == 0 donc d’apres le théoréme des gendarmes :
X—>+00 X X—>+00 X
. sinx

lim =0
x—+00 X
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e Théoreme de la majoration : corollaire du théoreme des gendarmes :

Soient deux fonctions f(x) et g(x) et un réel a.
Si au voisinage de xo, |[f(x) —a| < g(x) et limog(x) = 0 alors limof(x) =a
X=X X=X

ll. CONTINUITE

f(x) définid f;f { W G
Soit f(x) défini dans Df ; f est continue en xq ssSi {15 _
lim f (x) = f(x0)

e Continuité a gauche-a droite
- lign f(x) = f(x0) =f est continu a gauche de xg
X0—

- liggrl f(x) = f(x0) = f est continu a droite de xo
X
- f est continu en x0 sssi lign f(x) = ligr+1 f(x)=f(x0)
XU— X

e prolongement par continuiteé :

Si xo & Df et lirgl f(x) = lalors f est prolongeable par continuité et on définit
X

g(x) le prolongement par continuité de f tel
g(x) = f(x) pour tout x # x0

que :{ 9(x0) = |

e continuité sur un intervalle
o soitI=[a; b] : f est continu sur | sssi
= festcontinusur]a;b]|
= festcontinu a droite de a et a gauche de b
o les polynémes sont continus sur R
o les fonctions rationnelles, irrationnelles et circulaires sont continues
sur leur domaine de définition
o la somme, le produit et la composée de deux fonctions continues

est continue
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e propriétés des fonctions continues : image d’un intervalle par une
fonction continue et strictement monotone

F / F OS—
F(1) F(l)

[a; b] [f(a) ; f(b)] [f(b) ; f(a)]
Ja;b]| llim £ (x) ; lim f ()] llim £ (2¢); lim £ ()]
[a; bl [f(a) ; lim £ (x)] Him £ (x) ; f(a) ]
Ja;b] Hlim £ () ; f(b)] [f(b)a:+ lim f(x) [
[a;+oo | [f(a) ; lim £ () I Tim f (x) f(a) ]
J-c0; b] Jlim f (x) ; f(b)] [f(b); Tim £ ()
Ja;+oo | Jlim £ () 5 lim f ()] Jlim £ (x) ; lim £ (x) [
J-o; b Jlim £ () ; lim £ ()1 Jlim f () ; lim f (%) [

o théoreme des valeurs intermédiaires
- sifestcontinuesurl=1[a;b]ety0 e [f(a); f(b)] alors il existe xq €l
tel que f(xo)=Yo
- sif est continue sur | et f(a)xf(b) <0 alors I’équation f(x)=0 admet
au moins une solution xq €1
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o encadrement de la racine a N prés : technique du balayage

Exemple : soit f(x) = x2-3x+1. On suppose que I’équation f(x)=0 admet une

solution unique a dans I1=] 0 ; 1[ ; donner un encadrement de a a 10 prés

X 0,1 |0,2 o3 |04 |05 |06 |07 {08 |09

Signe | + + + -

de

f(x)

On a f(0,3) x f(0,4)<0 donc un encadrement de a au dixieme pres est 0,3<a<0,4
X 0,31 (0,32 /0,33 |0,34 |0,35 |0,36 [0,37 [0,38 |0,39

Signe |+ + + + + + + + -

de

f(x)

On a f(0,38) x f(0,39)<0 donc un encadrement au centieme pres est
0,38<a<0,39

o encadrement de la racine a N prés : technique de la dichotomie

Exemple : soit f(x) = x>-3x+1. On suppose que I'équation f(x)=0 admet une
solution unique a dans I=] 0 ; 1[ ; donner un encadrement de a a 10~ pres.

On commence par chercher le centre de classe de l'intervalle | ;

. 0+1
smt%: 0,5

On calcule I'image et le signe du centre de classe :

f(0,5) =-0,25<0

Comme f(0)>0 donc a € ]0;0,5]

On refait le méme procédé : trouver le centre de classe, étudier le

signe de I'image et conclure :
1

% = 0,25:(0,25) = 0,31 > 0 donc a € ]0,25;0,5[

Nous avons déja un encadrement au centieme pres !
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NB : la méthode de balayage est plus précise que la méthode de dichotomie.
Si la méthode a utiliser dans un exercice n’est pas préciser, il faut toujours

utiliser celle du balayage.

LES BRANCHES INFINIES :

[ lim f(x) = oo

[ lim f(x)=a J

|,

-

lim[ f(x)—(ax+b)]=0

[

I“Lm f(x)=co }

limM:(l#O

Xy

~N/

La droite (D)

/

La droite (A)
d'équation y=a
est une asymptote

a la courbe (‘E‘!,)

au voisinage de

+o0o
((A) est paralléle a

d'équation
y=ax+b est
une asymptote

oblique a la
courbe (?f)

au voisinage de

/ La courbe (9:;) \

admet une branche
parabolique de la
direction celle de
la droite
d'équation y = ax

au voisinage de

I'axe des
i Foo
\ abscisses) / \ Y,
{ & f ]
| S E ey
1.
ol 7

N
v[ {Eg[f'(x)—lLv]=bJ E_rg[f(x)—ut]:w
X

/ La courbe (2-‘9{) \ /

-

lim £ im )
v oy
& 7
(
W
~

admet une
branche
parabolique de la
direction celle de
I'axe des
ordonnées au
voisinage de +oo

La courbe (%’;)

admet une
branche
parabolique de
la direction celle
de l'axe des
abscisses au

voisinage de zoo

La droite (A)

d'équation x=a
est une
asymptote d la
courbe (Ef;)
I'( ( A) est

paralléle a |'axe

des ordonnées)

N~
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